TEMA 6: INTEGRAL DEFINIDA.

6.1  Integral definida como limite de sumas superiores o inferiores.

6.2  Propiedades de la integral definida.
6.3  Regla de Barrow.
6.4  Aplicaciones de la integral definida (Area).

6.1 Integral definida.

Sea f una funcién continua y positiva, en el intervalo [a, b]. Se llama trapecio mixtilineo a

la region plana limitada por:

a) La grdfica de la funcion y = f(x)

b) El eje de abscisas (rectay = 0)

c) Las ordenadas enay b (rectas x = a, x = b)

Podemos denotarlo por
R=R(f:a,b)={(x,y)/ a<x<b, 0<y<f(x)}

Nos proponemos calcular A = drea R(f; a, b) que
llamaremos integral definida de f entre a y b.
Consideremos una particién del intervalo [a,b] que es un
subconjunto ordenado y finito de nimeros reales,

Pn = { X0, X1, X2, ..., X} con xp= ay x, = b, obteniendo los intervalos: [xg, X1 1, [X1, X2 1, ......

[Xn-1 . X, 1. Por el teorema de Weierstrass, f alcanza maximo en cada intervalo, obteniendo:

0 a

Podemos calcular la suma de las dreas de los rectdngulos superiores que es una

aproximacion por exceso del drea R(f; a, b):

S(f,Pp) = (X - %0 ) My + (XZ'XI)M2+---+(xn'xn—1)Mn:Z (xi - Xi.1 ) M;

n
i=1
7’

Andlogamente, por el teorema de Weierstrass, f alcanza minimo en cada intervalo y

obtenemos:




Podemos calcular la suma de las dreas de los rectdngulos inferiores, que es una aproximacion
por defecto del drea R(f; a, b):

I(f, Pp)= (X1 - Xg ) my+ (Xp - X)) mp+ o+ (Xq - Xpq ) My = (% - X1 ) m,

n
i=1

NOTA: La particién P es mds fina que P’si P’ < P. Cudnto mds fina sea la particién, mds nos
aproximamos al drea de R(f; a, b), es decir:

lim I¢f.Pn) = |im S(f.Pn) = Area R(f; a, b)

n—oo n—oo

Sea f continua y positiva en el intervalo [a,b] se define la integral definida de f (integral de
Riemann) en [a,b] como el drea de la regién del plano limitada por la grdfica f, el eje de

b
abscisas y las rectas x=a y x=b. Se denota por‘j f(x)dx, siendo ay b los limites de integracion

y f(x) el integrando.

Si una funcién f verifica que ||m I(f,Pn) = |im S(f.Pn) se dice que es integrable.

n—oo n—o

***Si una funcidn es negativa en dicho intervalo la integral serd negativa, por tanto el drea
serd su valor absoluto. Si f foma valores positivos y negativos, la integral podrd ser +, - o nula.

6.2 Propiedades de la integral definida.

Tenemos las siguientes propiedades:
1) rf(x)dx =0 para todo f.
2) Si f(x) > 0y continua en [a,b] entonces Ibf(x)dx >0
Si f(x) < Oy continua en [a,b] entonces Ibf(x)dx <0
3) Aditividad del intervalo. Si f es continua en [a, b]y c € [a, b] enfonces:
Lb f(x)dx = Lc f(x)dx + Lb f(x)dx

**También es cierto si ¢ ¢ [a, b]

4) Linealidad del integrando. Si f, g son continuas en [a, b]y k un nimero real:
[0+ godx = [ fodx + [ glx)dx
[ kg)dx =k [ glx)dx
5) |7 f(x)dx = - [ f(x)dx
6) Monotonia de la integral. Si f(x) < g(x) para todo x € [a,b]
entonces [ f(x)dx < [ g(x)dx



Teorema del valor medio del calculo integral: Si f es continua en el intervalo [a,b] entonces
b
existe ce [a,b] tal que J. f(x)dx = f(c) (b - a). Al nimero f(c) se le llama valor medio de f en

el intervalo [a, b].

Demostracion:
Sean m y M el minimo y el mdximo de la funcién f. Podemos afirmar que:

(b-a)m <[(x)dx<(b - a)M
Dividiendo por b-a obtenemos:

b
Lf(x)dx " 1
L <M; m<
b-a b-a
Por ser f continua, el teorema de los valores intermedios nos asegura que f tfoma todos los

valores comprendidos entre el minimo m y el mdximo M, luego existe ¢ < (a, b) tal que:
1 ¢
=——| f(x)dx .
fle)=p— [ F(x)

m <

[FOdx <M

6.3 Regla de Barrow.

Teorema fundamental cdlculo integral: Sea f continua en [a, b] y definimos F de la siguiente
forma F(x) = J‘xf(‘r)d’r con x € [a, b], entonces podemos afirmar que F es derivable en (a, b) y

F'(x)=f(x) Vxe(ab).

Demostracion:
F(x+h)—-F(x)

Por definicién F' (x) = |im , aplicando la definicion de F obtenemos:

h—0 h
x+h X
[t - [t
F'(x)= ||m a " d ; por la aditividad de la integral tenemos:
h—0
X+h
I f(+)dt . f(c)h
F'(x) = ||m"T por el teorema del valor medio del cdlculo integral F*(x) = |im ™
h—0 h—0

con ce(x, x+h); F*(x) = f(c) con ce(x, x+h) y h—0; entonces F" (x) = f(x) .

Regla de Barrow: Sif es continua en [a, b]y F una primitiva de f,
entonces Ibf(x)dx = F(b) - F(a).

Demostracion:

Sea F una primitiva de f, por el teorema fundamental del cdlculo integral jx f(t)dt es una
primitiva de f, entonces IX f(+)dt = F(x) + C.

Para x = a obtenemos O = F(a) + C, por tanto C = - F(a)

Para x = b obtenemos | f(1)dt = F(b) - F(a)
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Ejercicio 1: Calcular _[0 senxdx=[—cosx]§ * =

Ejercicio 2: Calcula las siguientes integrales definidas:
a) J._33|x|dx = b) J: (x3 + senx)dx =

n/2 3
c) IO sen°xdx =

Ejercicio 3: Determinar ay b para que f sea continua y calcular J‘: f(x)dx , siendo

sennx+a x<-1
f(x)={ ax+b -1<x<0.
x2+2 x>0

Ejercicio 4: Deriva las siguientes funciones:
X
a) A(x)=| sentdt

x dt
o [
c) C(x)= _[:sen'rd'r =
Ejercicio 5: Hallar los mdximos y minimos de la funcion 6(x) = J.:¥df

6.4 Aplicaciones de la integral definida (Area).

Cdlculo del drea determinado por f y g, dos funciones integrables en [a, b]:

1el"Caso: Si f(x) > 0 V xe[a, b] y R la region plana limitada por la gréficay = f(x), y las rectas
x=a, x=b, y=0.

A AR) = [Foxdx

Ejercicio 6: Calcula el drea de la region limitada por la grdfica de y = ILZ el eje Xy las
+ X

rectasx =1y x = 2.

2° Caso: Si f(x)<0 Vxe[a, b]y R la regidn plana limitada por la grdfica y=f(x), y las rectas x=a,

x=b, y=0.

v AR) = - j:f(x)dx

Ejercicio 7: Calcula el drea de la region limitada por el eje X y la curva
dey=x*-2x- 3.



3erCaso: Si f(x) toma valores positivos y negativos en [a, b]y R la regidn plana limitada por la
grdfica y=f(x), y las rectas x=a, x=b, y=0. Nota: Hay que calcular los puntos de corte.

: f/_\\\ I e d b
| A(R) = Lf(x)dx— j F(x)dx + jdf(x)dx

\
/ \ /
!
Ejercicio 8: Calcular el drea comprendida entre la curvay = 4-x2 y las rectas x = -3, x = 1, y=0.

4° Caso:Si f(x)<g(x) Vxe[a, b] y R la regién plana limitada por las grdficas y=f(x), y=g(x) y las

rectas x=a, x=b.

AR) = [{g(x) -~ F())dx

Ejercicio 9: Calcular el drea comprendida entre la pardbolay = 4 - x2y larectay = x + 2.

Ejercicio 10: Calcular el drea comprendida entre las curvasy = - x2+ 4x +ley = x2 - 2x + 1.

5° Caso General: Calcular previamente los puntos de corte entre f y g en el intervalo [a,b], en
cada uno de los intervalos que se forman estudiamos que funcién toma valores mds altos, para

ello tomamos un punto cualquiera del intervalo.

b C d b
AQR) = [[f(x) - g(fdx=[ (Fx) - g())dx-+ [ (0x) — F(x))ebx+ [ (F(x) ~ gx))ebx

Ejercicio 11: Determina el drea limitada por las curvasy = x3 - x +2 ey = - x2 + x + 2.



