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8.5 Matriz inversa.

8.1. Definicion del determinante de una matriz cuadrada.

Se define producto parcial en una matriz cuadrada como el producto que
se forma con elementos de la matriz (siguiendo un orden en cuanto a las filas)
con la condicién de que por cada filay columna exista obligatoriamente "uno y
solo un" elemento representante. Dicho producto estard afectado por un signo,
que serd positivo o negativo segun que la permutacion de subindices que indican
columna sea par o impar-.

C(11 GIZ 013
Q1 Gy Q3 | = -G3Qp3 A3
d3; Q3 Q33

Se define el determinante de una matriz cuadrada A como la suma de todos
los productos parciales de A. Y se denota por |A|. Veamos de forma prdctica
como calcular un determinante, dependiendo del orden de la matriz.

| H P4 a a
a) Si la matriz es de orden 2 serd de la forma A = [G“ 012]
21 22

entonces |A| = a;; - a5, - Gp, Q.

Por ejemplo: A = ( 4

1
J |Al=-3-4=-7

a; G Qg
b) Si la matriz es de orden 3 serd de la forma A= |a,, a,, a, |,
031 032 033

|Al = 011022033 + Q12023031 + 021032013 ~A31Gz, Gg3 = G32023G1 - Gyz Gz1 G33

Para recordarlo de una forma mds comoda observa que van con signo
positivo la diagonal principal y sus paralelas y con signo negativo la diagonal
secundaria y sus paralelas, es la llamada regla de Sarrus.



Ejercicio 1: Calcula los siguientes determinantes:

2 5 1 2 3 6 2 3
Vi3 4 o o A 2 D5 4
1 2 3
)2 5 f)‘—Z 5‘ )5 5 N 1
e g9 -
5 9 3 4 1 > 0 5
1 1 2 3 2 -1 2 2 4
i) 1 O ppeB 1 5 ke 1 O
3 -1 5 3 4 5 3 -1 5
1 1 1 3 3 5 1 2 3
) 7 6 m 5 8 nig 0 5
1 0 -1 4 4 -2 1 1 -1
1 2 7 4 1 2 -1
) 0] o)l 5 7 poO 3 5
3 5 -1 2 6 5 O O O
1 2 -1 O b5 O 5
0 3 5 il 2 3 s) 1 -1
2 4 -2 1 -1 3
31 4 3 4
Hnilt 1 -1 u) O -1
1 2 3 0] 3

8.2. Propiedades de los determinantes.

1°) Si se cambian filas por columnas en una matriz cuadrada, su determinante
no varia. Es decir, el determinante de una matriz cuadrada es igual al de su

matriz traspuesta. |A| = |A"|



2°) Si cambiamos entre si dos filas o dos columnas de una matriz cuadrada, el
determinante de la nueva matriz es igual al opuesto del determinante de la
matriz inicial.

a b c g h i
d e fi=-d e f|, obien,det (C1, C2, C3)=-det (Ci, Cs, C2)
g h i a b c

3°) Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas iguales, su
determinante es nulo, es decir, det (C1, C2, C2) = 0.

0O O

C
C
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o

Demostracidn: =

3 O U
> O O

0 o o
> O O
Il
I
0 o o
0 o o

4°) Si todos los elementos de una fila o columna de una matriz cuadrada valen
cero, el determinante vale cero, ya que en los productos parciales hay un
elemento de cada filay columna.

5°) Dada una matriz cuadrada si multiplicamos todos los elementos de una fila
(6 columna) por un cierto n° real o, entonces el determinante de la hueva matriz
es igual al determinante de la matriz inicial multiplicado por dicho n° a. .

oaa aob ac a b c a b c 1aa ab ac
d e fl=o/d e f[,obien,|d e fl=—|d e f|, obien,
g h i| g hi g h il “lg h i

det (Ci1, C2, aC3) = a det (Cy, C3, C2)

6°) Si una fila de un determinante estd formada por términos que son suma de
dos sumandos, el determinante es igual a la suma de determinantes del siguiente
modo:

a+a b+b" c+c] |a b ¢ @ b c
d e f |=ld e f|+|d e f|,esdecir,

g h 1] g h i |[g h i

det (C1, C2, C3+C,) = det (C1, C2, C3) + det (C1, Cz, Cy)



Para su demostracién simplemente fomamos un producto parcial y aplicamos la
propiedad distributiva.

7°) Si en una matriz cuadrada una fila (o columna) es combinacién lineal de otras
entonces el determinante es nulo, es decir, det (C1, C2, a C1+pC2) = 0.

8°) Dada una matriz cuadrada, si a una fila se le suman otras filas multiplicadas
por factores cualesquieras, la nueva matriz tiene el mismo determinante que la
matriz inicial. (Andlogo para columnas). Debes tener en cuenta que la fila a la
que sumamos la combinacién lineal no puede estar multiplicada por ningin
ndmero, es decir,

det (Ci, C2, o C1+B Ca+ C3)= det (Cy, C2, C3)

9°) Determinante de una matriz triangular. El determinante de una matriz
tridangular es igual al producto de los elementos de su diagonal principal.

10°) |A.B| = |A] |B]

11°) A1) = % su demostracidn se basa en la propiedad anterior,  |A| | A

1
Al
todas las matrices tienen determinante, las matrices que tienen determinante
cero no tienen inversa.

= |A. A1 = |I| = 1, por tanto, |Al| = . De esta propiedad deducimos que no

Ejercicio 2: Calcula los siguientes determinantes sin desarrollarlos, es decir,
utilizando las propiedades de los determinantes:

a b c 2a 2c 2b a+p c+r b+q
a) Sabiendoque [p q r|=25 Calcula 2u 2w 2v|,|2u 2w 2v
u v w 2p 2r 2q| |2p 2r 2q
Xy z
b) Siendo |3 0 2[=5
1 11
23X 2y 2z X y z x-1 y-1 z-1
Calcular > 0 1|=,[3x+3 3y 3z+2(= y |4 1 3|=
1 1 1 X+l y+1 z+1 1 1 1




c) Siendo det(F1, F2, F3) = 25.

Calcula det(2F1, F2, F3), det(Fz, F1, F3), det(2F1+ F2, F2, F3) det(2F1, F2, F3- F2)
d) Sabiendo que det(A) = 5y A es una matriz de orden n. Calcula det(3A),
det(A"), det(A%) y det(A™Y)

Ejercicio 3: Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)

= =

1
11=0 b)
«

[SERN <SRN < V]
o X O

c
c| = O siendo a, by ¢ ho nulos
X

X+2 2x+3 3x+4
c)|x+2 4x+8 x+2|=0
x+1 x+1 x+1

Ejercicio 4: Obtener, simplificando, el desarrollo del determinante:
abc -ab @°
-b%c 2b* -ab
b’c* -b’c 3abc

Ejercicio 5: Justifica, utilizando las propiedades de los determinantes:

a® a bc a® a® 1

b2 b ac|=|b® b% 1

c2 ¢ ab 3 21

8.3. Reglas prdcticas para el cdlculo de determinantes de orden mayor que 3:

La forma de cdlculo de determinantes para matrices de orden 2y 3 no es
vdlido para las de orden superior, por ello debemos buscar otro método. Dada A
una matriz cuadrada, se llama menor complementario de un elemento aj; al

determinante de la matriz que resulta de suprimir la fila i y la columna j. Se
llama adjunto de q;;, y se denota por A;; , al menor complementario de g,
afectado de un signo que serd+sii+jespary-sii+j esimpar. El determinante
de una matriz coincide con la suma de los productos, productos que resultan de
multiplicar los elementos de una fila o columna por sus adjuntos respectivos.

é

|A‘ = a3 Az + 0p3 - Apzt gz - Asz o |A‘ =0y A+ 0gp - App* Qg3 ° Agg



|Al = 011022033 + Q12023031 + 021032013 ~A31Gz, Gg3 = G320,301; - Agp Op1 G33 =

022 023
Cl32 033

a21 Cl23
Cl31 033

_ Ay Gy _ ArtGos ArtaiaA
= Qg - Qg2 13 = Q;1A11*0a1p Ap+Ag3A3,

d;; Q3

Para calcular un determinante de orden > 3 utilizaremos las propiedades de
los determinantes para conseguir ceros en una fila o columna y después
aplicaremos el cdlculo por adjuntos.

1 -1 4 0
2 -2 -2 1
Por ejemplo: =-
or ejemplo 30 1 2 96
4 1 3 -

Ejercicio 6: Calcula los siguientes determinantes:

1 1 1 13 2 1 3111
11 1 35 3 2 1311
Dy 411" ) 13 6 3 o° V1347
1 -1 -1 6 4 5 2 111 3

2 3 2 4 10 -1 2 12 3 4
3 2 1 2 2 3 2 -2 201 2 1
d = =
P 4 O o 011
2 0 5 31 5 -3 341 2
1 1
)-1x 1_
911 1 x 1
1 -1 -1 x

8.4. Rango de una matriz:

Dada una matriz de orden mxn, se define matriz menor de orden h (menor
o igual que el minimo entre m y n) como la matriz cuadrada formada por los
elementos que resultan en la interseccion de h filas y h columnas, elegidas al
azar en la matriz dada. Definimos menor como el determinante de una matriz
menor. Se define rango de una matriz como el orden del menor no nulo de mayor
orden posible. Al menor que determina el rango de la matriz se le llama menor
principal.



Propiedades del rango: Las transformaciones elementales de filas o columnas
que dejan invariante el rango de una matriz son:

1%) Si se permutan dos filas o dos columnas el rango no varia.

2%) Si se multiplica o divide un fila o columna de una matriz por un n° real no
hulo, el rango ho varia.

3%) Si a una fila o columna se le suma o resta otra paralela, el rango no varia.
4%) Podemos suprimir las filas o columnas nulas.

5%) Podemos suprimir las filas o columnas proporcionales.

6%) Podemos suprimir las filas o columnas combinacién lineal de otras.

Al calcular el rango, en primer lugar tratamos de aplicar estas propiedades
de esa forma nuestra matriz se “hard mds pequefia”, después buscaremos
determinantes distintos de cero (empezando en el orden 1) o por el método de
Gauss.

Ejemplo del cdlculo de rango:

1 3 4 2
Calculemos el rango de lamatriz(2 6 8 4
51 6 0

Ejercicio 7: Calcula el rango de las siguientes matrices (usaremos tres métodos,
lo primero eliminar filas o columnas utilizando las propiedades del rango,
después continuamos por determinantes o por el método de Gauss):

1 2 -1 0 1

4 3215
4 3 2 -1 4
a)|-1 0321 )| 5 | 3 1 3
3536
2 -4 2 0 -2
5 0 1
1 3 0
135 -10
c)[ J |2 6 0
2 610 -2 0 s g 1
4 -3 1
1 2
3 4 1 1101
e)5678 1t -1110
10 11 12
2 10 31221

13 14 15 16



2 -2 -8 -1 1 3 1 3 4
2 2 3 10 1 -1 -1 2
Dl g 7 4 1 Nl 211 1
8 4 1 2 1 1 4 -15
12 -10 4 2 1 5 -1 8
1111 1 -1 121 2 3 4 5
D23 0 1 3 DIz 214 5 1
23 1 1 3 1 3 10 13 11

Ejercicio 8: Calcula el rango de las siguientes matrices en funcion del valor del

paréme‘rr‘o (o] par‘émefros. Es conveniente “alejar” el pardmetro, cambiando las filas y columnas.
Podemos usar tanto el método de Gauss como por determinantes.

2 -1 a b > 5 2 b -1
A=|1 10 -6 1|,[2]#0,[ [[#0 —>|[1 1 10|=-57-2a,a=-57/2
2 a -10 2 0 a
2 5 a
1 1 -6/=102-3a,a=102/3
2 0 -1
Por tantorg A = 3
a1l 1 1 sia=1
B=|1 a 1|,rgB=:2 sia=-2
11 a 3 sia#lya=-2
1 21 3 > a2
sia=
C=11 a1l 2|, rgC= {3 ige?
4 8 4 11
2 1 -1 » 6
sila=-—
D=2 3 1 |,rgh= {3 sias_b
4 -2 a
-6 3 6 5
E=| 0O -2 9 4 |,rgE-=3 paratodo valordea
O -7 a -3



F= 2 sitz4

w N -

2 3 ¢
4 6 8 |rgF-=
6 9

{1 sit=4
1

V)

Ejercicio 9: Determina para que valores de a son linealmente independientes los
vectoresu = (1,—-1,2),7v = (2,a,—-1) yw = (a,2,a)

8.5. Matriz Inversa :

Cuando en el tema anterior estudiamos la estructura de un conjunto de
matrices cuadradas con la operacion multiplicacién de matrices [M, ., (IR), x],
vimos que dicho conjunto con la operacion producto de matrices queda dotado de
estructura de "SEMIGRUPO CON ELEMENTO NEUTRQO" (matriz identidad); no
obstante quedé pendiente por analizar la posibilidad de que exista elemento
simétrico (matriz inversa) para cada matriz. Al estudiar las propiedades de los
determinantes, demostramos que no todas las matrices tienen matriz inversa. Por
tanto [M, ., (IR), x] no alcanza la estructura de "Grupo”.

Para demostrar la existencia de la matriz inversa, cuando |A| =0, diremos

cémo se construye y comprobaremos que verifica A - A1= Al - A = I Por
comodidad, vamos a frabajar con orden 3. Para construir la matriz inversa
seguiremos los siguientes pasos:

Primer Paso: Se construye la matriz adjunta de A que se obtiene sustituyendo
cada elemento de la matriz dada por el valor de su adjunto:

All A12 A13
AdjA= A, A, Ay

A31 A32 A33
Segundo Paso: Se calcula la matriz transpuesta de la matriz adjunta: (Adj)"
Tercer Paso: Finalmente se multiplica cada elemento de la matriz obtenida: (Ad}j)*
por el inverso del determinante de la matriz inicial (Aunque en el dltimo paso es
cuando dividimos por el determinante, lo primero que haremos es calcularlo. Seria
innecesario realizar los pasos 1y 2 si el determinante es cero):

A An Ay
Ay A, A, LAI ’LAI 'LAI

i. A A A = 12 T2 732 = Al
AL Al AL A
A13 A23 A33 h h k
Al AL A



La matriz obtenida se llama matriz inversa de la matriz A y se denota por A-L

Ejemplo: Construye la matriz inversa de:

1 2 -1 4 0 O
A=|0 -1 4 |= Primerpaso AdjA=|-6 4 2 |= Segundo paso
0O -2 4 7 -4 -1
4 -6 7 1 2 -1
(AdjA)' =|0 4 —4|=calculamos el determinante, [0 -1 4| = 4y dividimos
o 2 -1 0 -2 4
1 -3/2 7/4
cada elemento por 4. Obteniendo: A* =|0 1 -1
0O 1/2 -1/4

Observaciones:

1) Aunque en el tercer paso dividimos por el determinante, antes de empezar
a calcular la matriz inversa debemos calcular su determinante. De esa forma
nos aseguramos de que existe.

2) El paso 1y el 2 se pueden intercambiar.
3) Si queremos hacer la comprobacion tan solo tenemos que multiplicar A por
su inversay comprobar que su producto es la matriz unidad.

Ejercicio 10: Calcula la inversa de las siguientes matrices, no olvides que lo primero
es calcular su determinante para asegurarnos de su existencia:

12 -5 2
- _ 12
A-(3 5}9 Al=-1 A (3 _J

3 1
2 -1 77
B:[_2 3Je|e|:4 B=|1 1
2 2
1 -1 1
110 2 2 2
C=10 1 1| >|=2 c1=|1 11
2 2 2
10 1 11 1
2 2 2
121 3 -6 -1
D=|0 1 0| > p=t D!=|{0 1 O
2 0 3 -2 4 1

10



Propiedades de la matriz inversa:

1) Lainversa es Unica.

Demostracion por reduccion al absurdo: Suponemos que existen dos inversas X e

Y, distintas. Por ser inversas, ambas cumplen AX=XA=TI,6AY=YA=TI

Por tanto AX = AY multiplicando por la izqda por X obtenemos X(AX) = X(AY):

(XA)X = (XA)Y. IX=IY; X=Y, absurdo puesto que eran distintas. Llegado al absurdo,

concluimos que la suposicion es falsa, por ello la inversa es dnica.

2) La inversa de A-les A. Es decir, (A-1)1= A.

3) (AT)1= (AT

4) (AB)!'= B-1A-1 Demostracién: Tenemos que probar que B-!A-les la inversa de
AB, para ello las multiplicamos, (B-1A-1) .(AB) = B-1(A-1A)B=B-1IB=B-1B=TI, es
decir, B-'A-les la inversa de AB.

Lo -2 1 0
Ejercicio 11: Dadas las matrices A = | 1 -2y Bz( 0 _1 ZJ' obtener, si
2 3
procede, (B.A).
11 a
Ejercicio 12: Hallar los valores de a para los que la matriz A= |a 2 -1|tiene
311

inversa. Calcula su matriz inversa paraa = 1.
Ejercicio 13: ¢Para qué valores de a no tiene inversa la matriz A? Siendo A=
1 01

O a O|. Calcular la inversa para a = 1.
a 1 2

Ejercicio 14: Resuelve la siguiente ecuacion matricial X.A - 2B + 3C = D siendo A=
2 3 2 0 0 3 5 4
Gapeeldbele o) o5 6

Ejercicio 15: Hallar una matriz X tal que

w O O
= O N
o - O

011
.X=|{1 0 0].
110

1 -1 m+ 2
Ejercicio 16: Considera la matriz A = <0 1 m+ 1)
m 0 5
a) Estudia el rango de A segtn los valores de m.

b) Para m = 2, calcula la inversa de 2020A.
11



m m m
Ejercicio 17: Considera la matriz A = <m m+ 1 m >
m m m + 2
a) ¢Para qué valores de m existe la inversa de la matriz A? Razona la

respuesta.

b) Param = 1, halla (24)”

Ejercicio 18: Despeja X de las siguientes ecuaciones matriciales:

a) AX+B=C

b) Sabiendo que A% = - A, despeja X siendo A* X + B = AC
c) AX+(A-X)?=X2+1 d) AXB=C

e) A-X+X=B f)s AX+C*=8B
g) 3X - B = AX

-2 -1 1 31 1
Ejercicio 19: Dadas las matrices A :< 2 -3 1 > y B = (2 1 0), resuelve la

1 2 =3 1 0 1

ecuacionI - XA=3X +B

Ejercicio 20: a) Despeja la matriz X en la ecuacién (X + M)2 - XM = I + X% en la que

M es una matriz regular de orden 3.

1 -1 1
b) Resuelve la ecuacién siendo M = (—1 0 —1)
0 1 1

1 0 -1 1 0 5
Ejercicio 21: Sean las matrices A = <O m 3 ) B= < 3 2) yC =(
-3
4 1 -m -1 1
a) Indica todos los valores de m para los que A es invertible.
b) Resuelve la ecuacién matricial XA - B" = C param = 0.

29

12



