TEMA 5: DERIVADAS

51  Concepto de derivada. Funcién derivada.
5.2  Reglas de derivacion.
5.3  Derivabilidad de una funcion.

51  CONCEPTO DE DERIVADA. FUNCION DERIVADA.

Este concepto matemdtico nos permite saber cudndo una funcién es creciente o
decreciente, cudndo hay un mdximo y/o minimo y mds caracteristicas de una funcién, de una
grdfica. En la préxima unidad nos ayudard a resolver problemas de optimizacién, como la las
dimensiones de la lata de Coca-Cola. En esta unidad nos centraremos en el concepto de
derivada, el cdlculo de la recta tangente y conocer las férmulas de las derivadas.

Se llama tasa de variacion media (T.V.M.) de una funcién y = f(x) en un intervalo [a,b]

al cociente M. Y se denota por T.V.M. [a,b].
-a
& x"‘ TVM. [a,b]- f(b) - f(a)
Vs b-a
L * Si la grdfica fuera de un movimiento la TVM seria la
N A R velocidad media en el intervalo correspondiente.

Si tomamos intervalos de longitud cada vez mds menor, obtendremos la informacién que
queremos, la variacién en el punto de abscisa x = a. Llamamos  tasa  de  variacion
instantanea de una funcién y=f(x) en un punto x=a al siguiente limite:

lim ) =fa) f(X) f(a) lim mflat hg — f(a)

X—>a

A este limite se le llama derivada de f en x = a y se denota por f'(a). Si dicho limite

f(a+h) - f(a)
h

existe se dice que f es derivable en x = a. Es decir, " (a) = Lirg\

Interpretacion geométrica:
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Las secantes que pasan por (xo,f(xo0)) y (xi, f(x;) se acercan a la recta tangente a f en x = X
cuando Xx; > Xo.

Por tanto la pendiente de la recta tangente es el limite de las pendientes de las rectas
secantes. Es decir, la_pendiente de la recta tangente a f en x=a es la derivada de f en
x=a.

Podemos calcular la ecuacién una recta si conocemos un punto de ella y su tangente, la recta
tangente a f en x = a pasa por el punto (a, f(a)) y su pendiente f’(a), por tanto, su ecuacién es
de la forma: y = f"(a) (x - a) + f(a)

Ejercicio 1: Dada la funcién f(x) = x° + 1.
a) Calcula, por definicidn, la derivada de f en x = 2.
b) Calcula la ecuacién de la recta tangente a f en x = 2.
c) Representa la funciény la recta tangente.

Resolucidn:
a)
2 2
£(2) - lim TN @) @+hf+1-(5) | 4+dheh® -4 . h(4+h)_,
h—0 h h—0 h h->0 h hos0
f(2) =4
b) Rectatangenteafenx=22>y=f"(2)(x-2)+f(2) >y=4(x-2)+5>y=4x-8+
5>y=4x-3

c) Gréficade f(x)=x*+1ydey=4x- 3.

Ejercicio 2: Dada la funcién f(x) = x* - 1, calcula:
a) Por definicidn la derivada de f en x = 0.
b) Su recta tangente en x = 0.
c) Lagrdficade f y de la recta tangente.
d) ¢Es (0, -1) un punto especial de f?

Ejercicio 3: Dada la funcién f(x) = % calcula:

a) Por definicién la derivada de f en x = 1.
b) Surectatangente en x = 1.
c) Lagrdficade f y de la recta tangente.

Queremos calcular la derivada de una funcién, no sélo en un punto concreto, sino en cualquier
punto de su dominio. Para ello se define la funcion derivada de una funcién f como una funcién
que asocia a cada "a" su derivada f’ (a), se denota por f"(x). El dominio  de f’esta
contenido en el dominio de f, es mas estd contenido en la continuidad de la funcion.

Para calcular la derivada de una funcién podemos usar la definicién de derivada, pero
normalmente no es nada fdcil. Por ello nos aprenderemos las reglas de derivacién. No olvides
que estas férmulas se han hecho partiendo de la definicion de derivada, es decir, haciendo el
limite.



5.2

REGLAS DE DERIVACION.

REGLAS DE DERIVACION

y=k y'=0
y =X y'=1

y = f(x) + g(x) y =f (x)+g9"(x)

y=k.f(x) y = k. f ()
y = f(x) . g(x) y =f" (x).9(x) + f(x). 9" (x)
y - f(x) y,:f'(><)9(><) — f(x)g'(x)
g(x) 9°(x)
y = (fog)(x) = f(g(x)) y = f (9(x)) - g" (x) Regla de la cadena
y=x" y  =nx" y = f(x)" y" =nf()" - f(x)
I = L _ r_ f’( X)

y = Jx Y =57 y = Jf(x) Y 2 Jf(x)
y=a* y =a*.Lna y = af® y=a ™ f" (x) - Lna
y:=e" y=e y = ef® y = e £ (x)

_ ,_ 1 ) . (%)
y = log, x y = log.e y = loga f(x) Y= o 0%
B o1 i . (%)
y = Lnx Y= y = Ln f(x) Y= 500

Te dejo algunos videos: Ejercicios de Derivadas #1 - Hallar derivadas - YouTube, Tabla
de Derivadas: Operaciones #5 - YouTube, Tabla de Derivadas: Logaritmicas #3 -

YouTube

Ejercicio 4: Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

1 | f(x)= 2 2 | f(x) = g

3 [f(x)= x 4 [ f(x)= x+1

5 | f(x)= 4x 6 |f(x)= 4x+5

7 | f(x)= x? 8 | f(x)= x°

9 | f(x)= xX° 10 | f(x) = 3x’

11 | f(x)= 5x° 12 | f(x) = 2x° - 3x

13 | f(x) = 2x°+2x +1 14 [ f(x)= 4x°+x*-3



https://www.youtube.com/watch?v=Un1Oqm5ejGo
https://www.youtube.com/watch?v=Y2N_8mUD87I
https://www.youtube.com/watch?v=Y2N_8mUD87I
https://www.youtube.com/watch?v=MxDd9r-iT94
https://www.youtube.com/watch?v=MxDd9r-iT94

15 | £(x) = V2x° —%xz 16 | £ = (x + 1Y
17 | f(x)= (x + 1) 18 | f(x) = (x* +1)°
19 | f00= 20 | f00= &
X X
21 [ £ — 22 | 0= 2
X X
fx)= — 24 | f00= X
23 "~ x+3 )= X -3
_ 3x-5
25 | f(x) = f’x 26 6= (x-1F
x° -1
27 | £(x) = "zsz 28 | f(x) = Vx
29 | f(x) = v2x 30 | f(x) = V3x°
31 | f(x) = 2Jx2 -1 32 | f(x) = Vx+5
_ _1-x
33 | f(x) = x/x 34| f0)= =
35 | f(x) = e 36 | f(x) = 2*
37 f(x)z 5)( 38 f(X)z ex+2
39 | f(x) = e*° 40 | f(x) = e?°*°
41 | f(x) = log.x 42 | f(x) = logsx
43 | f(x) = Ln (x + 5) 44 | f(x) = Ln (x?+ 1)
45 | f(x) = Ln /x 46 | f(x) = x . Ln x
47 [ f(x) = (x* +1). e 48 | f(x) = %lnG;—ij
_ (2 2 2x-1 - e
49 | f(x)= (@ +1f -e 50 | f(x)= 5
_ _5x . (y2 _RP - !x3+1!2
51 | f(x) = e - (x? -5 52 | f(x) o D)
53 | f(x) =2 54 | f(x) = =
55 | f(x) = eX'*1 56 | f(x) = e* (x*+1)?
57 | f(x) = == 58 | £(x)= |2
59 | f(x) = Vx + 1 60 | f(x) = [




53 DERIVABILIDAD DE UNA FUNCION.

Debemos tener en cuenta dos observaciones muy importantes:
Observacidn 1: Si f es derivable en x = a entonces f es continua en x = a.
Observacion 2: Si f no es continua en x = a entonces f no es derivable en x = a.

En consecuencia la derivabilidad de una funcién estd dentro de la continuidad de esta, no
olvides que la continuidad estd dentro del dominio. Para estudiar la derivabilidad de una
funcién debemos seguir los siguientes pasos: 1) Dominio de f. 2) Estudio de los puntos
conflictivos (no olvides la “frontera” si es una funcion a trozos). 3) Continuidad en general
(decir donde es continua). 4) Derivar f. 5) Estudiar la derivabilidad en los puntos conflictivos
(pero recuerda puntos que estén en la continuidad, si no es continua, no puede ser derivable).
6) Indicar donde es derivable f, derivabilidad en general. A veces podemos saltarnos algunos
pasos.

Ejercicio 5: Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:

1-x2 six<O
X

a) f(x) = — 2 b) f(x) =
ol 21 six>0
2-x six<l
c) f(x) = 1 d) f(x) = |x|
- six>1
X
x?+4x+1 si x<0
e) f(x) = |x-1] +x f) f(x) =

e si x>0

2x2—3x+a six<0

Ejercicio 6: Sea la funcién f(x) = { . Halla los valores de a y b para que
x2+bx+1 six>0

sea continua y derivable en todo su dominio.

—x?+ax—-7 six<1
Ejercicio 7: Sea la funcién f(x) = { . Halla los valores de a y b para que f
4x—b six=>1
sea derivable en x = 1.

En cursos anteriores trabajamos con la recta, un elemento muy importante de una
recta es la pendiente, nos informa de la mayor o menor inclinacion de la recta (a mayor
ndmero mayor inclinacidn, si es positiva crece, si es negativa decrece). En la rectay = mx + n,
m es la pendiente (es decir, el coeficiente de la x es la pendiente). Dos observaciones a tener
en cuenta:

1) Dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente.
2) Las rectas horizontales tienen pendiente O.



Ejercicio 8: Halla los valores de a 'y b para que la recta tangente a la grdfica de f(x) = ax® + bx
en x = 1 sea paralela a la rectay = 4xy f pase por el punto (1, -2).

Ejercicio 9: Halla los valores de a'y b para que la recta tangente a la gréfica de f(x) = ax’ - b
en el punto x = 1 sealarectay = 3x + 2.

Ejercicio 10: Se considera la funcién f(x) = ﬁ , siendo a y b pardmetros reales. Determina
los valores de los pardmetros para los que f(2) = - 4 y la recta tangente a la grdfica de f(x) en

X = 6 sea horizontal.

Ejercicio 11: La evolucién de la fiebre de un enfermo en funcién del tiempo viene dado por la
funcién f(t) = - +° + 41 + 38, donde t viene dado en horas y f(1) la temperatura en grados.

a) ¢Qué temperatura tiene a las cero horas, a la horay a las dos horas?

b) ¢Cudndo alcanza la temperatura maxima?

Ejercicio 12: En una fdbrica, la produccién de unidades de un determinado articulo a lo largo
del dia viene dada por la funcién u(t) = 20t (48 - t), donde t representa el tiempo en horas.
a) Calcula el ndmero de unidades al iniciar el dia y al terminar el dia (suponemos que la
fdbrica trabaja las 24 horas)
b) Calcula la velocidad media de fabricacién en un dia.
c¢) Calcula la hora de mayor fabricacion. ¢Cudntas unidades fabrica?
d) Calcula la velocidad instantdnea de fabricacién a las 10 de la mafiana.



